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 تواب  صعودی و نزولی   – ای  : تواب  چندجمله 1درس  

  ای ب  چندجمله توا 
n  لشکاش بههر تاب  که ضابطه nf (x) ax bx kx c−= + + + نام دارد.  nای از درجه  باشد، یک تاب  چندجمله  1+

fمثلًا تاب    (x) x x= − +45 8  است. 4ای از درجه یک تاب  چندجمله  1

fتاب  : 3رجه   د تاب  (x) ax bx cx d= + + +3 طور است که نمودار آن به   3یک تاب  درجه    2
 رو است:تقریبی مانند شکل روبه

 دامنه  و   برد  

 
 

)ی  است، پس در بازه  x3از  تر  بزرگ  x2هر عددی بی ن صفر و یک باشد، حاصل    xاگر   , )0 است، ولی در    x3بالاتر از    x2نمودار    1

 است. x2بالاتر از   x3های مثبت، نمودار xبقیه 
 

 ا نزولی( نوا )صعودی ی   یک تواب 
     در تابf    اگر با افزایش مقادیرx  مقادیر ،y  گوییم  هم مرتب افزایش یابند، میf    اکیداً صعودی

xرو:  است. مانند تاب  روبه x y y  2 1 2 1 
 
 
 
    حال اگر با افزایش مقادیرx  مقادیر ،y  عرض باشندزیاد شوند ولی بعضی نقاط نمودار، هم ،
xرو:  صعودی است. مانند تاب  روبه fگوییم تاب  می  x y y  2 1 2 1 
 
 
 
     در تابf    اگر با افزایش مقادیرx  مقادیر ،y   گوییم  هم مرتب کاهش یابند، میf   اکیداً نزولی

xرو:  است. مانند تاب  روبه x y y  2 1 2 1 
 
 
 
  لا اگر با افزایش مقادیر  ا حx  مقادیر ،y   عرض باشد، کم شوند، ولی بعضی نقاط نمودار، هم
xرو:   نزولی است. مانند تابه روبه fگوییم تاب  می  x y y  2 1 2 1 

 

 
 

yتنها تابعی که هم صعودی و هم نزولی است، تاب ع ثابت  •■ k= باشد. می(k ) 
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های ی نزولی  اش صعودی و در بازه های ی از دامنهی خود، نه صعودی باشد نه نزولی، ولی در بازه ضمناً ممکن است تابعی در کل دامنه■•

 باشد.
 
 

را انتخاب    B، قسمت صحیح از ستون  Aهای ستون  ، در جدول زیر برای هر یک از قسمت fبا توجه به نمودار تاب   
).  کنید  / )0  (1404)امتحان نهایی  75

A B 

 یداً صعودی است.الف( تاب  در این بازه اک

 ب( تاب  در این بازه اکیداً نزولی است. 
 پ( تاب  در این بازه ثابت است. 

1 )( , )− −4 
2  )( , )+2 
3 )( , )− +1 
4 )( ,−4 2 

 
)الف(  پاسخ:  , )+2  )ب( , )− )پ(            4− ,−4 2 

 
 : ترکیب تواب  2درس  

    اگرf    وg  های  دو تاب  با دامنهfD    وgD   ب تواب   باشند، ترکیf    وg    را با نمادهایfog    وgof   دهیم و  نمایش می
 خواهیم داشت:

 ( )  fog g fy (fog)(x) f g(x) , D x D g(x) D= = =   

 ( )  gof f gy (gof )(x) g f (x) , D x D f (x) D= = =   
 
 

fبا داشتن    g(x)دست آوردن  به •■ (x)    و(fog)(x):    ابتدا کل تاب عg    را در تاب عf  جای  بهxدهیم تا ها قرار میfog  دست آید. به
 دست آید.به  gدهیم تا ما داده شده مساوی قرار می که در فرض به  fogسپس جواب آن را با  

fدست آوردن  به •■ (x)  با داشتنg(x)   و(fog): کنیم که  در ای ن صورت فرض میg(x) t=  سپس از ای ن روابطx   را برحسبt  
 کنیم. تبدیل می  xبه را   tدهیم و در نهایت که به ما داده شده قرار می fogدر روابط   پیدا کرده و

 
 

fاگر   (x) x= +3 )و    3 )f g(x) x= −23  نمره(   1دست آورید. ) را به  g(x)گاه ضابطه تاب   آن   4
 ( 1404)امتحان نهایی  

) پاسخ:  )f g(x) g(x)= +3 2 

 x g(x) g(x) x g(x) (x ) , x− = +  = −  = − 2 2 2 23 4 3 2 2 2 2 
 
 
 
 
 
 

x

y

2 4−2−4
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 تواب  تبدیل نمودار  

 های عمودی و افق انتقال 
    برای رسم نمودارy f (x) k= kاگر    + 0    باشد، کافی است نمودارf (x)    راk    واحد در راستای قائم به سمت بالا و

kبرای  0 ام دهیم. این انتقال را به سمت پایین انج 
 
 
 
 
 
 

    برای رسم نمودارy f (x k)= kاگر    + 0     باشد، کافی است نمودار تابf (x)    راk    واحد در جهت افق به سمت چپ
kانتقال دهیم و برای  0   این انتقال به اندازهk  شود. واحد به سمت راست انجام می 

 
 
 
 
 

 انبساط و انقباض عمودی 
     تاب نمودار  رسم  yبرای  kf (x)=   تاب نمودار  نقاط  عرض  است  کافی   ،y f (x)=    در طبق   kرا  یعنی  کنیم.  ضرب 

kهای های زیر برای حالتشکل 0  وk 0  داریم: 1
 
 
 
 
 
 
 
    اگرk 1    نمودار yباشد،  kf (x)=    نمودار انبساط عمودی  yاز  f (x)=   می اگر  حاصل  و  kشود  0 باشد،   1

yنمودار  kf (x)=  از انقباض عمودی نمودارy f (x)= آید.دست میبه 
 
 

yاگر عرض نقاط تاب ع  f (x)=   را قرینه کنیم، نقاط تاب عy f (x)=  آیند. دست میبه −
yبنابرای ن نمودار تاب ع   f (x)= y، قرینه نمودار تاب ع − f (x)=  نسبت به محورx .است 

 
 انبساط و انقباض افق 

   برای رسم نمودار تابy f (kx)=   کافی است طول نقاط نمودار تاب ،y f (x)=  را در
k

 ضرب کنیم.  1

 
 
 
 
 

f (x) x= +2 2

f (x) x= −2 3

f (x) x= 2

y f (x)=

k 0 k 0

y f (x)=

y kf (x)=
k 1k 0 1

y f (x)=

y kf (x)= y f (x)

y kf (x)

IM tIÃ¤ nj

=

=

y f (x)=

k 1

y f (kx)=

y f (x)=

y f (kx)=

k 0 1
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    اگرk 1    باشد، نمودارy f (kx)=    از انقباض افق نمودارy f (x)=    در راستای محورxآید و اگر  دست میها به
k 0 yباشد، این نمودار از انبساط افق نمودار  1 f (x)= شود. حاصل می 

 
 

yب ع  اگر طول نقاط تا  f (x)=   را قرینه کنیم، نقاط تاب عy f ( x)=  آیند. دست میبه −
yبنابرای ن نمودار تاب ع   f ( x)= yقرینه نمودار تاب ع  − f (x)=  نسبت به محورy .است 

 
 

yدر شکل زیر، نمودار    - ۱ f (x)=    رسم شده است. نمودار تابx
f
 

− + 
 

2 1
2

 ( 1404)امتحان نهایی  را رسم کنید.  

 
 
 
 
 

)رسم دقیق هر پاره خط نمودار، هر کدام   پاسخ درست: / )0  نمره.  5
  درستی مشخص شوند. دقت کنید در سوالات انتقال تواب ، دامنه و برد حتماً به 
 یافته:  ودار انتقالمن
 
 
 

 

 
 

yهای ی به فرم  دقت داشته باشید برای اعمال تغیی رات روی تاب ع•■ af (bx c) d= + اولویت و ترتیب اعمال تغیی رات به ای ن طری ق   +
a    است:  f (b x c ) d

³¼w ³»j ­»H ³nI¿a

   
+ + 

 زی ر است: بندی مطابق مراحلگرمیِ قبلی، ترتیب و اولویت برای مثال در سوال دست■•
x yx x x

f (x) f f f
nkMoòIÀ nkMoòIÀ ¯IM ¾MkeH» ­I£TºH−     

⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→− ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→− +     
     

2 2 12 2 1
2 2 2

 

 
 : تاب  وارون 3درس  

  :هرگاه تاب     تواب  یک به یکf  ک به یک است که هیچ  ها داده شود، این تاب  وقتی یای از زوج مرتبصورت مجموعه به
است که هر  دو زوج مرتب متمایزی، عضو دوم مساوی نداشته باشد و از نظر هندسی، نمودار یک تاب  وقتی یک به یک 

 خط افق دلخواه، نمودار را در بیش از یک نقطه قط  نکند. 
 :اگر در تاب    تواب  وارونf  جایx  وy  را با هم عوض کنیم، وارونf آید.دست میبه 
لا اگر مث  f ( , ),( , ),( , )= 1 2 3 4 5 باشد، آنگاه  6 f ( , ),( , ),( , )− =1 2 1 4 3 6  باشد؛می 5

اگر   همچنین  g ( , ),( , ),( , )= 2 7 1 9 3 آنگاه    7 باشد،  g ( , ),( , ),( , )− =1 7 2 9 1 7 اگر دقت کنید،   3 خواهد بود. ولی 

fواضح است که   یک به یک   gیک به یک بود ولی    fتاب  نیست. علت این است که    g−1ولی  خودش یک تاب  است    1−
fپذیر است، یعنی وارون fنبود، پس   خودش یک تاب  است.  1−

 
 

−2 1
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2 3
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 پذی ر است که یک به یک باشد. وارون   وقتی fتاب ع  -1

fبا برد   fدامنه  -2 fبا دامنه  fو برد  1−  برابر است.  1−
 :شودمی  xترکیب هر تاب ع با تاب ع وارون خود، برابر  -3

 (x) f
(fof ) x x D −

− =  1
1 

 (x) f(f of ) x x D− = 1 

(x)ها اما به علت اختلاف در دامنه  (x)(fof ) (f of )   
 
 

fتاب    (x) x= + −4 ).  را درنظر بگیرید. دامنه و ضابطه تاب  وارون آن را بیابید  1 / )1  (1403)امتحان نهایی 25

y پاسخ:  x y x (y ) x= + −  + = +  + = +24 1 1 4 1 4 
 (y ) x + − =21 4 

 f (x) (x )− = + −1 21 4 
  )f fD R ,− = = − +1 1 

 
 

 توابع یکنوا

 
 نزولی                                 اکیداً نزولی                         صعودی                       اکیداً صعودی 

x x y y  2 1 2 1 x x y y  2 1 2 1 x x y y  2 1 2 1 x x y y  2 1 2 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 انتقال

 عمودی

 
 
 
 

 افقی    
 

حاصل  از انبساط عمودی نمودار  باشد، نمودار  اگر  انبساط 
 شود.می

 از انقباض عمودی نمودار  ، نمودار باشد اگر انقباض 
 شود.حاصل می

حاصل  ودار از انبساط افقی نم باشد، نمودار  اگر  انبساط 
 شود.می

حاصل  از انقباض افقی نمودار  باشد، نمودار  اگر انقباض 
 شود.می



  

 

 9 صفحۀ 

 

    دوازدهم   ریاضی | جزوه مرور سریع  هک نهایی 

 

 

 
 تناوب و تانژانت   درس اول: 

 تناوب 

  از تواب  و نمودارها در بازهگاهاً دیده شوند، مثل تواب  مثلثاتی که سال گذشته  ای مشخص تکرار می ایم که برخی 
 خواندیم. 

   تاب     ف:ری تعf   نامیم، هرگاه یک عدد حقیق مثبت مانند  را متناوب میT  که دو شرط برقرار طوریموجود باشد، به
 باشد: 

1)  f (x T) f (x) fx  (2و         = T D    برای هر(x   که عضوی ازfD  می )باشد 
 نامیم.ی تناوب میبا این خاصیت را دوره Tترین عدد مثبت  و کوچک

yبرای مثال در نمودار  sin x=  :واضح است، در یک بازه مشخص، شاهدِ تکرار شدن یک الگوی مشخص هستیم 
 
 
 
 
 
 
 
  هایی به طول  طبق نمودار، مشخص است که در بازه2  .یعنی هر  ، حالت تکرارشونده داریم2  ترین مقدار  )کوچک

yمثبت( نمودار تکرار شده است و دوره تناوب  sin x=  برابر باT = 2  باشد. می 
    مثل مثلثاتی  توابعی  اگر  که  کنید  yتوجه  asin bx c= yیا    + acosbx c= و   + است  واضح  بگیریم،  درنظر  را 

باشد که در تعیین دوره تناوب نقش دارد و ضرایب مربوط به دامنه می   bایم، ضریب  مطابق آنچه در انتقال تواب  خوانده
a  وc .در تعیین مقدار ماکزیمم و مینیمم مؤثر خواهند بود 

 
 

yتوابع   asin bx c= yو  + acosbx c=  را فرض کنید؛ خواهیم داشت: +

T ی تناوب دوره 
b


=
2

 

Max مقدار ماکزیمم  a c= + 

min مقدار مینیمم  a c= − + 
 
 
fی تناوب و مقدار ماکزیمم تاب   دوره   - 1 (x) sin x= −2 3  ( 4140)امتحان نهایی   دست آورید. را به  4

  پاسخ درست: 

( / )0 Tنمره       25
 

= =
2
4 2

)دوره تناوب     و        / )0 Maxنمره       25 = − + =3 2  مقدار ماکزیمم 5

 

 :دومفصل 

 مثلثات

−1

1

0− 3 − 2
−


2 3
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را   aتوان ضریب  ؛ از اختلاف بی ن ماکزیمم و مینیمم می دست آوریمدر سوالاتی که برحسب نمودارِ مثلثاتیِ آن، مقادی ری را باید به ■•

 هم رسید. cیافت و با مقایسه آن با فرم اصلی نمودار مثلثاتی مرب وطه به مقدار 
 
 ی مثبتِ تکرارشونده است.ترین بازهدوره تناوب هر که کم 
  کل برای تشخیص مثبت بودن یا منفی بودن مقادیر درa  وbمقایسه کنید.تاب  مثلثاتیِ اصلی  ، فرم کلی تاب  را با 
 
 

زیر، مربوط به تاب  با ضابطه    - 2 yنمودار داده شده در شکل  asin bx c= +  
aاست. با فرض   0    و مقادیرa    وb    وc  (1403)امتحان نهایی  دست آورید. را به 

 
 

 پاسخ درست: 
 

b
a ( / )

( / )

c ( / )
T b b

a a ( / ) b
½oµº

½oµº

½oµº

½oµº 


= 
=  =  = ⎯⎯⎯→ = − = ⎯⎯⎯→ =


00 0 25

0 25

1 0 25 2
2 22 2 0 25

 
 

 تانژانت 
  می مشخص  را  تانژانت  تاب   نمودار  که  زیر،  شکل  نشانمطابق  ی  دهندهکند، 

 باشد.اش میمتناوب بودن آن و دامنه

 D x x k , k
¾¹¶Hj

 
=   +  
 2

 

     تاب تناوبِ  دوره  fمطابق شکل،  (x) tan x=    برابرT =     حالت در  و  است؛ 

yی تناوب تاب   وره کلی، د tanax=  برابر است باT
a


= . 

 
 

yبه دامنه تاب ع تانژانت دقت کنید؛ با وجود صعودی ب ودن  •■ tan x=   نیستاش صعودی  های مشخص، ای ن تاب ع در کل دامنهدر بازه  .
 شده باشد، صعودی است.  ای که در آن تعریففقط در هر بازه ■•
 
  اگر یک دایره مثلثاتی رسم کنیم و محورtan x  توان مقادیر آن را مقایسه کرد.را، می 
   اول داریم: برای مثال، مطابق نمودار زیر برای رب 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−1


3

y

x
 2



2
3
2

3045

60

tan xsin x

tantan

=  =

3
30

6 3

cos x

tantan

=  =45 1

4

tantan

=  =60 3

3
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  توان نتیجه گرفت، با افزایش مقادیر زاویه در رب  اول، مقدار میtan  یابد.نیز افزایش می 
 
 

 ایم: آن مشخص کرده tanدر جدول زیر، مقادیر کاربردی در هر ربع از دایره مثلثاتی را همراه با مقدار  

  می یادآور  تاب   پس مجدداً  yشویم؛  tan x=  ب ولی  است،  مثلثاتی صعودی  رب   هر  بازه  هدر  در  کلی  طور  , 0 2 
 توان صعودی یا نزولی بودن را مشخص کرد.نمی 
 
 

yدامنه تاب     -3 tan( x)=  ( ۱۴۰۲)امتحان نهایی  برابر ........................... است.   3

k پاسخ درست: 
D x x , k

  
=   +  
 3 6

   ( / )0  نمره 5

 
 

توان روابط مجموع و تفاضل زوایا را برای تانژانت  های مثلثاتی سینوس و کسینوس، می از روابط مجموع و تفاضل زوایا برای نسبت ■•
 دست آورد؛ درواقع داریم: به

 ...sin ( ) tan tan
tan ( )

cos ( ) tan .tan

+ + 
+ = = ⎯⎯→

+ −  1
 

tan رابطه فوق خواهیم داشت:ای بر  −به  و با تفسی ر  •■ tan
tan ( )

tan .tan

− 
− =

+  1
 

 

 

tanاگر    - 4 =
2
3

tanو     = )tanگاه مقدار  باشد، آن   1− )+  .(۱۴۰۴)امتحان نهایی   را محاسبه کنید 

             پاسخ درست: 

( / )

( )
tan tan

tan ( ) ( / )
tan .tan

( )

½oµº

½oµº

−
+ −

 +  −
 +  = = = =

−    
− − 
 

0 5

2 1
1 13 3 0 25

521 5
1 1

33

 

 
 رس دوم: معادلات مثلثاتی د 
  :های مثلثاتی یک زاویه مجهول داریم، یک معادله مثلثاتی نام دارد.ای که در آن اطلاعاتی از نسبتمعادله تعریف 
   بینیم مقدار  وقتی میsin x   با عددی شده است )و می sinدانیم که  برابر  x−  1 آن  ( در واق  حاص1 ل برخورد 

مثلثاتی  م نمودار  با  sinقدار  x  می بررسی  مثلًا  را  sinکنیم.  x =
1
2

که خطوط   نقاطی  تمامی   ،y =
1
2

yو     sin x= 

های معادله به وضوح  آن دایره مثلثاتی، جواب  برخورد دارند، حاصل معادله ما هستند؛ یا در پیدا کردن مقادیر آن روی
 مشخص است.

0 

6


4


3


2


3
2 

4
3 

6
5


7
6

5
4

4
3

3
2

5
3

7
4

11
6

2

0 3
3

1 3 − 3 −1 − 3
3

3
3

1 3 − 3 −1
− 3
3

0      
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    پس برای یافتنsin x a=   صورت  ابتدا آن را بهsin x sin=    کنیم و با استفاده از حدس زاویه  بازنویسی می 
sinهای جواب x  ند بود: خیص خواهقابل تش 

xهای معادله جواب k
sin x sin

x ( k )

= + 
= 

= + −

2
2 1

 .kکه  

  های معادله به همین شکل، برای یافتن جوابcos x b=   ابتدا آن را تبدیل بهcosx cos=    کنیم، برای تبدیل می

cosxهای آن جواب cos=     :خواهیم داشتx k

x k

= +


= −

2
2

 .kکه   

  های معادله در نهایت برای جوابtan x c= شود به که تبدیل میtan x tan=   خواهیم داشت؛ 
x k= +    وk  باشد.  می 
 

 های کلی را خواهیم داشت که:صورت خلاصه برای هر یک از معادلات مثلثاتی زیر، جوابپس به
tan x tan=  cosx cos=  sin x sin=  های معادله فرم 

x k= + x k= 2 
x k= + 

x ( k )= + −2 1 
 kهای کلی با شرط  جواب 

 
 های قبل نیاز داریم: های سالتوجه داشته باشید، در حل برخی از معادلات، به مرور و یادآوری از نکات و فرمول 

* sin sin cos =  2 2 * cos cos sin = − 2 22  

* sin cos+  =2 2 cos با ترکیب و نتیجهگیری از فرمولها                             1
cos

sin

  −
→  = 

− 

2

2
2 1

2
1 2

 

 
 

sinهای کلی معادله مثلثاتی  جواب   - 5 x cos x+ =2 3  ( ۱۴۰۴)امتحان نهایی دست آورید. را به  2
 پاسخ درست: 

sin x ( / )
cos x sin x

sin x sin x sin x sin x
sin x ( / )

½oµº

½oµº

= −
= −

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ + = −  + + =  −
=

1 0 2522 1 2 2 22 3 1 2 2 3 1 0 1
0 25

2 
sin x (x k x k ) ( / )

sin x x k ( / )

x ( k ) x k ( / )

IÄ ½oµº

½oµº

IÄ ½oµº

 
= − → = − = +

 
− 

 = → = −


  
→ = + + = + 
 

3
1 2 2 0 25

2 2
1

2 0 25
2 6

7
2 1 2 0 25

6 6 
 
 

sinمعادله    -6 x cos x =
1
4

 ( ۱۴۰۲)امتحان نهایی   را حل کنید.  

 پاسخ درست: 
 

sin x sin xcosx
sin x cos x sin x sin

( / ) ( / )

´Ã¹¨Â¶ Joò 2 nj Hn ýoö »j

½oµº ½oµº

 =
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = =  

 

1 12 22 2
2 2 6

0 25 0 25 
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x k x k ( / )

(k ) (k )

x k x k ( / )

½oµº

½oµº

  
= + = +  

    
 

 = + − = +
  

2 2 0 25
6 12

5
2 2 0 25

6 12 
 
 

 دست آوریم:  توانستیم بهمی  اگر به یاد داشته باشید، مساحت یک مثلث را به کمک دو ضلع و زاویه بی ن آن■•

 S absin
SeIv¶

= 
1
2

 

 شود، یادآوری آن خالی از لطف نیست! تشکیل می که در برخی سوالات، با استفاده از رابطه مذکور، یک معادله مثلثاتی را  با توجه به ای ن ■•
 

 
 نهایت حد بی   - 1درس  

   :ای  در تقسیم جمله   قضیهf (x)  ای  دو جمله ر  ب(x a)−مانده اقسیم برابر  ، باقیf (a)    اگر fاست. پس  (a)   برابر
fگاه آن  (x)  بر(x a)− پذیر است.بخش 

fای  مثلًا چند جمله  (x) x x= − −23 5 x)بر    2 fپذیر است چون  بخش  2−( ( ریشه معادله   2برابر صفر است )عدد    2(
x − =2 fاست( حالا با تقسیم  0 (x)  بر(x fتوانیم می  2−( (x)  ل خود تجزیه کنیم. عومل او را به 

x

x x
x

( x x)

x

(x )

+

− −
− −

−

−
−

− −

2

2
3 1

0

3 5 2 2
3 6

2
2

 

0  رف  ابهام
0

 

    گویای تاب   حد  حاصل  fاگر 

g
xدر     a=    0برابر

0
عبارت   که  است  معنا  این  به  بر    gو    fهای  شود  دو  x)هر  a)− 

x)ها را تک تک بر د سپس آنپذیرنبخش a)− کنیم تا تقسیم میf  وg   به عوامل خود تجزیه شوند سپس عامل صفر
 کنیم. شوند را از صورت و مخرج ساده می 

 
 

تاب ع  •■ اگر حاصل حد 
f

g
برابر    

0
0

در     و  آن   gیا    fشود  را  یا هر دوی  و مخرج  ابتدا صورت  رادیکالی وجود داشت  یا  ها عبارت  در عبارت 

x)کنیم تا به کمک اتحادها، عامل صفر شونده یعنی های رادیکالی مناسب ضرب میعبارت a)−    ایجاد شود و سپس آن را از صورت
 و مخرج ساده کنیم. 

 
 هوم همسایگی: ف م 
  :باز مثل    ۀهر باز  همسایگی(a,b)    شامل عدد حقیقk    را یک همسایگیk  توان گفت بازه  نامیم مثلًا میمی( , )1 یک    4

 است.  3همسایگی عدد 

 :سومفصل 

                           نهایتنهایت و حد در بیحد بی

a
b

0 1 2 3 4

x x (x ) ( x )

Ï»H ®¶H¼ø

 − − = − +23 5 2 2 3 1
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  :به هر بازه به شکل    همسایگی راست و چپ(k,k b)+  راست    یک همسایگیk  گوئیم  می(b )0   و به هر بازه به
k)شکل   a,k)−    یک همسایگی چپk  گوئیم  می(a )0    مثلًا بازه( , )3 )و بازه    3یک همسایگی راست    4 , )2 یک   3

 است. 3همسایگی چپ 
   محذوف: سا هم عدد    یگی  خود  بازه    kاگر  به  کنیم  حذف  همسایگی  از  (a,b)را  {k}−    محذوف همسایگی    kیک 
)گوئیم مثلًا مجموعه می  , ) { }−1 4  است.  3یک همسایگی محذوف  3
 
 

نویسیم  وقتی می کاربرد همسایگی یک عدد و همسایگی مجذوف یک عدد در مبحث حد است مثلا  •■
x
lim f (x)
→3

باشد در    f، تاب ع  

xدر   fتعریف شده باشد مثلًا در شکل مقابل حد تاب ع  3همسایگی محذوف  =  است.  4موجود و برابر  3

4

3
x

y

 
xدر  gولی حد تای ع •■ =  تعریف شده است. 3فقط در همسایگی راست   gدارد چون فقط حد راست   موجود نیست و 3

4

3
x

y

 
 

 نهایت )نامتناهی( حد بی 
  اگر جواب یک حد در یک نقطه برابر+  یا− جواب حد  گوئیم حد در آن نقطه وجود ندارد چون شود اصطلاحاً می

 باید عددی متناهی شود. 
 
 
 
 
 

عددی مثبت باشد، داریم:   Lنهایت اگر در  محاسبه حد ب ی
L L

,
+ −
= + = −

0 0
 

فی باشد، داریم:  عددی من Lنهایت اگر محاسبه حد ب ی در
L L

,
+ +
= − = +

0 0
 

 

 
 

]حدود زیر را محاسبه کنید. )   (1404)امتحان نهایی نماد جزء صحیح است.(    [

 (الف
x

x
lim

x→

−

−38

8

2
 (ب  

x

[x]
lim

x−→

−

−4

4
4

 

 

 
 

x
lim f (x)
→

=
3

4

x

lim g(x)
+→

=
3

4

x

y

+

f

a

x a

lim f (x)
+→

= +
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 پاسخ:  

 (الف
x x x

x x x (x )( x x )
lim lim lim x x

xx x x→ → →

− + + − + +
 = = + + =

−− + +

3 33 32 2 3 32
3 3 328 8 8

8 2 4 8 2 4
2 4 12

82 2 4
 

 (ب
x x

[x]
lim lim

x x− −→ →

− −
= = −

− −4 4

4 1
4 4

 

 
   نهایت: هایی از حدهای بی بررسی قضیه 

1) 
n

x

lim ( ) n
x+→

= + 
0

1  و 
n

x

n ,
lim ( )

n ,x

Z»p

joÎ−→

+ 
= 

− 0

1  

2) x a

x a
x a

lim f (x)

lim f (x)
lim f (x)

+

−

→

→
→

= +


 = +
= +




x و  a

x a
x a

lim f (x)

lim f (x)
lim f (x)

+

−

→

→
→

= −


 = −
= −




 

3) 
x a
lim f (x) L
→

= 0  و 
x a
lim g(x)

½I«ºA

→
= ⎯⎯⎯→0  

L  الف(     مثبت باشد،  aدر یک همسایگی محذوف  g(x)و مقادیر  0

Lب(      مثبت باشد،  aدر یک همسایگی محذوف  g(x)و مقادیر  0

L  پ(    منفی باشد،  aدر یک همسایگی محذوف  g(x)و مقادیر  0

L  ت(    نفی باشد، م aیک همسایگی محذوف ر د  g(x)و مقادیر  0

  :در حالتی که  3قضیه  توجهx a+→  یاx a−→ .باشد نیز برقرار است 

4) 
x a
lim f (x) L
→

=  و 
x a x a

f (x)
lim g(x) lim ( )

g(x)

½I«ºA

→ →
= ⎯⎯⎯→ =0 

5) 
x a
lim f (x)
→

= +  و 
x a

x a x a

x a

) lim (f (x) g(x))

lim g(x) L ) L lim (f (x).g(x))

)L lim (f (x).g(x))

½I«ºA ½I«ºA

½I«ºA

þ²H

J

N

→

→ →

→


+ = +




= ⎯⎯⎯→  ⎯⎯⎯→ = +

  ⎯⎯⎯→ = −


0

0

 

 
 

]حدهای زیر را محاسبه کنید. )   (1403و  1404یی )امتحان نها نماد جزء صحیح است.(    [

 (الف
x

[x] cos x
lim ( )

sin x+→

+

0
 (ب 

x

[ x]
lim ( )

x+→

−

−1

2 1
1

 

 است. 
x

lim sinx
+→0

0+ همان    پاسخ:  منظور از  

 :روش اول (الف
( / )

x

( / )

[x] cos x
lim ( ) ( / )

sin x+ +
→

+
= = +

0 25

0
0 25

1
0 25

0
 

x a

f (x)
lim ( )

g(x)→

+

= 

−

x a

f (x)
lim ( )

g(x)→

+

= 

−
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 :روش دوم (الف
( / )

x x x

( / )

[x] cos x cos x
lim ( ) lim ( ) lim cot x ( / )

sin x sin x+ + +→ → →

+ +
= = = +

0 25

0 0 0
0 25

0
0 25  

 (ب
x

[ x]
lim ( ) ( / )

x+ +
→

−
= = +

−1

2 1 1
0 5

1 0
 

 
 نهایت درس دوم: حد در بی 

    :تاب   تعریف fاگر  (x)  بازه مانند  در  ,a)ای  )+  باشد حد  تعریف شده  گوییم   ،f (x)    وقتیx   مثبت به سمت 
نویسیم:  کند، برابر است و می نهایت میل می بی

x
lim f (x)L
→+

ی های به قدر کافی بزرگ، فاصلهxهرگاه بتوان با اختیار    

f (x)  ازL .را به هر اندازه کوچک کرد 
    :اگر تاب   تعریفf    در بازه( ,a)−  گوییم حد  عریف شده باشد، میتf (x)    وقتیx  نهایت میل  به سمت منفی بی
نویسیم:  است و می  Lکند برابر  می 

x
lim f (x) L
→−

fهرگاه بتوان با اختیارهای به پ قدر کافی کوچک فاصله   = (x) 

 چک کرد.به ار اندازه کو Lرا از 
 نهایت داریم:برای مثال در تاب  زیر و حدهای آن در بی

g1

2

1-

2-
 

 
 کنیم: بررسی می های دیگری نیز وجود دارد که هایی که خواندیم، قضیهدر تئتکخ قضیه

 اگر (6
nx

a
a ,n lim ( )

x

½I«ºA

→
  ⎯⎯⎯→ =0 

 اگر (7
x x

L ,L , lim f (x) L , lim g(x) L
½I«ºA

→+ →+
 = = ⎯⎯⎯→1 2 1 2  

 (الف 
x

lim (f g)(x) lim f (x) lim g(x) L L
→+

 =  = 1 2  

 (ب 
x x x

lim (f .g)(x) lim f (x). lim g(x) L L
→+ →+ →+

= = 1 2  

x (پ 

x
x

lim f (x)
Lf (x)

lim ( ) (L )
g(x) lim g(x) L

→+

→+
→+

= = 1
2

2
0  

  :وقتی  7قضیه  توجهx   به− کند نیز برقرار است. میل کی 
 نهایت حدهای نامتناهی در بی 

     در حالت کلی برای یک تابf   در یک بازه(a, )+    میل کردن    است، اگر باتعریف شدهx   به سمت+  ،f (x)   نیز به
 نویسیم:  است و می  +برابر   +گوییم حد این تاب  در  میل کند، می +سمت 

x
lim f (x)
→+

= +  

x)به طور مشابه برای   →−  )نیز به همین ترتیب داریم 
 
 

x
lim g(x)
→+

= 2

x
lim g(x)
→−

= −2
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    قضیه بسیار حیاتی و مهم:   3و حالا بررسی 

 اگر (8

n

x

n

x
n

x

) n lim (x )

lim (x )n
) n

lim (x )

½I«ºA

þ²H  k{IM Z»p 

J  k{IM joÎ 

→

→+

→−

 → = +

  = + ⎯⎯⎯→ 

→ 
 = −
 

 

 اگر (9
x x

L (L ), lim f (x) L, lim g(x)
½I«ºA

→+ →+
  = = +⎯⎯⎯→0  

x x x

x x x

) lim (f (x) g(x)) lim f (x) lim g(x)

L
) lim (f (x).g(x)) lim f (x). lim g(x)

L

þ²H

 k{IM SLX¶  o¬H

J

 k{IM Âÿ¹¶  o¬H

→+ →+ →+

→+ →+ →+

+ = + = +

 +

= = 
−

 

  :در حالتی که  9قضیه  توجه
x

lim g(x)
→+

= − .نیز، به طریق مشابه برقرار است 

 اگر (10
x x

L (L ), lim f (x) L, lim g(x)
½I«ºA

→− →−
  = = +⎯⎯⎯→0  

x x x

L
lim (f (x).g(x)) lim f (x). lim g(x)

L

 k{IM SLX¶  o¬H

 k{IM Âÿ¹¶  o¬H→− →− →−

+
= = 

−
 

  :حالتی که  در  10 قضیه توجه
x

lim g(x)
→−

= − .نیز باشد به طور مشابه برقرار است 

 
 

nای به صورت به طور کلی، حد هر چند جمله  n
n nf (x) a x a x a x a−

−= + + + +1
1 1 ای از آن برابر چند جمله   در    0

 تری ن درجه است، یعنی: است که دارای بزرگ
n n n

n n n
x x

lim (a x d x a x a ) lim a x−
−

→ →
+ + + + =1

1 0 0  

 
 

]) حاصل حدهای زیر را در صورت وجود به دست آورید.    (3140و  1404)امتحان نهایی نماد جزء صحیح است.(    [

 (الف
x

x x
lim ( )

x x→−

− + +

+

3

2 2
4 5 2

7 3
 (ب 

x

x
lim ( )

x→+ −

2

2
2

1
 

 (پ
x

lim ( x x )
→−

− + +33 2 1  

 خ: پاس 

 :روش اول (الف
x x

x x x
lim ( ) lim ( ) ( / )

x x x→− →−

− + + − −
= =

+

3 3

3 2 3
4 5 2 4 4

0 5
77 3 7

 

 :روش دوم (الف
x

x (
x xlim ( ) ( / )

x (
x

→−

− + +
−

=

+

3
2 3

3

5 2
4

4
0 5

3 77
 

 (ب
x x

x x x
lim ( ) lim ( ) ( / )

x x→+ →+

−
= = −

− −

2 2

2 2
2 3 2

2 0 5
1

 

 (پ
x x

lim ( x x ) lim x ( / )
→− →−

− + + = − = +3 33 2 1 3 0 5  
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 آشنایی با مفهوم مشتق   درس اول: 

  .در دو فصل پیش رو، قضایای مربوطه رو مرور میکنیم و هرفرمولی که بصورت قطعی ازش سوال داریم 
    شیب خط مماس بر منحنی تابf    در نقطهA(a , f (a))  :را به صورت زیر تعریف می کنیم 

h

f (a h) f (a)
lim

h→

+ −

0
 Aحنی در نقطه شیب خط مماس بر من   :

  .به شرط آنکه این  حد موجود و متناهی باشد 
    حد بالا را )در صورت وجود( مشتق تابf    در نقطهa  می نامند و باf (a)  : نمایش می دهند ، یعنی 

h

f (a h) f (a)
f (a) lim

h→

+ −
 =

0
 

  البته حد مذکور را شیب منحنی درa .نیز می نامند 
 تور دیگری هم برای مشتق تاب  دس اماf   در نقطهx=a :می یابیم که در برخی محاسبات کار را ساده تر می کند 

 

 

f (a) .را از فرمول زی ر که هم راحت تر و هم کاربردی تر است می توان بدست آورد 

x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a→

−
 =

−
 

 
 

خط  1 زیر  در شکل  تاب   dـ  نمودار  نقطه    f   بر  اگر    A=(2,5)در  است.  )مماس  ) ( )

h

f f h
lim

h→

− +
= −

0

2 2
آنگاه    2  ،

 (1404)امتحان نهایی را بدست آورید.   Bو عرض نقطه    dمعادله خط 

 
 پاسخ درست: 

 (0.25  )f ( ) m = =2 2  (0.25  )( ) ( )

h

f f h
lim f ( )

h→

− +
= −

0

2 2
2 

d  :yمعادله خط  x= +2 B  :By(          عرض نقطه 0.25)  1 =1  (0.25 ) 
 

 پذیری و پیوستگی درس دوم : مشتق  

   :اگر تاب    قضیهf  درx=a   مشتق پذیر باشد آنگاهf  درa  .پیوسته است 
  :کافی است نشان دهیم :  اثبات

x a
lim f (x) f (a)
→

= 

x a x a

x a x a

f (x) f (a)
lim (f (x) f (a)) lim ((x a)( ))

x a

f (x) f (a)
lim (x a). lim ( ) .f (a)

x a

→ →

→ →

−
− = −

−

−
= − = =

−
0 0

 

 :چهارمفصل 

 مشتق
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بنابراین  
x a
lim (f (x) f (a))
→

− و از آنجا    0=
x a
lim f (x) f (a)
→

= . 

 مشتق پذیر هم نیست.  x=aدر  fپیوسته نباشد ، آنگاه   x=aدر  fاگر تاب    :  توجه 
  : مشتق راست و مشتق چپ تاب     تعریفf    درx=a    را باf (a)+     وf (a)−

   نمایش می دهیم و آن را به صورت زیر تعریف
 می کنیم:

x a x a

f (x) f (a) f (x) f (a)
f (a) lim , f (a) lim

x a x a+ −
+ −

→ →

− −
 = =

− −
 

   :یا به طور معادل 

h h

f (a h) f (a) f (a h) f (a)
f (a) lim , f (a) lim

h h+ −
+ −

→ →

+ − + −
 = =

0 0
 

  : اگر تاب   مماس قائمf      درx a=     پیوسته باشد و
x a

f (x) f (a)
lim

x a→

−
= +

−
یا      

x a

f (x) f (a)
lim

x a→

−
= −

−
در    

a)در نقطه     fرا )مماس قائم( بر منحنی     x=aاین صورت خط   , f (a))      می نامیم.ب دیهی استf (a)   در این حالت
 وجود ندارد.

 
 
 مشتق پذی ر نیست هر گاه حداقل یکی از شرایط زی ر برقرار باشد : x=aدر   fتاب ع ■•

1- f    درa .پی وسته نباشد 
2- f    درa  پی وسته باشد و مشتق راست و مشتق چپ درx=a   : 

 هر دو موجود )متناهی( ولی نابرابر باشند )نقطه گوشه ای(. الف(
 ای(. یکی متناهی و دیگری نا متناهی باشد )نقطه گوشه ب(
 هردو نا متناهی باشند. پ(

 
  :اگر   دامنه مشتقx   عضوی از دامنه تاب  f   باشد ، تاب  مشتقf    درx     را باf (x)  نمایش می دهیم و آن را به صورت

 زیر تعریف می کنیم : 

h

f (x h) f (x)
f (x) lim

h→

+ −
 =

0
 

     مشروط بر آنکه حد فوق موجود باشد. مجموعه تمام نقاطی از دامنهf    که برای آنهاf     شد را دامنه   موجود باf  
 می نامیم. 

 

xتاب     ی ـ به کمک تعریف مشتق، مشتق پذیر 2 x
f (x)

x x

 + 
= 



2 3 1
4 1

)امتحان  بررسی کنید.    =1xرا در نقطه     

 ( 1404نهایی 
 پاسخ درست: 

(0.25 )

( . )

x x x

f (x) f ( ) x x
f ( ) lim lim lim

x x x+ + +
+

→ → →

− + − −
 = = = =

− − −

0 25
2 2

1 1 1

1 3 4 1
1 2

1 1 1
 

   (0.25 )
( . )

x x

f (x) f ( ) x
f ( ) lim lim

x x− −
−

→ →

− −
 = = =

− −

0 25

1 1

1 4 4
1 4

1 1
 

 (0.25مشتق پذیر نیست. ) x=1در نقطه   fبر این تاب  بنا 
 
 

 



  

 

 20 صفحۀ 

 

    دوازدهم   ریاضی | جزوه مرور سریع  هک نهایی 

 

 
 
 

 قوانین مشتق: 
fاگر   -1 (x) c=     آن گاهf (x)  . به عبارت دیگر مشتق تابع ثابت در هر نقطه برابر صفر است.  0=

و      nاگر  -2
nf (x) x=    آنگاه

nf (x) nx − = 1
   . 

nfیک عدد صحیح باشد و     nطور کلی اگر -3 (x) x=      : آنگاهnf (x) nx − = 1 . 

f  اگر -4 (x) x=    وx 0     آنگاهf (x)
x

 =
1

2
   . 

fاگر   -5 (x) ax b= axو  + b+ 0      آنگاه
a

f (x)
ax b

 =
+2

 . 

fاگر   -6 (x) x= fآنگاه     3 (x)

x

 =
3 2

1

3
 

 احتمال سوال اومدن از اون هست !  ، اثبات ذکرشده در کتاب درسی هم بررسی کنید که 6و  5و  4در موارد  توجه : 

xدر      gو    fاگر توابع     -7 a=       مشتق پذیر باشند، آنگاه توابع(k )kf     ،f g       ،fg       و
f

(g(a) )
g

0    نیز

xدر   a=  :مشتق پذیرند و داریم 

f)  )الف  g) f (a) g (a)   =  kf)    )ب                                        ) (a) kf (a) =           

                        
f f (a)g(a) g (a)f (a)

( ) (a)
g (g(a))

 −
 =

2
(fg)                        )ت  (a) f (a)g(a) f (a)g (a)  =  )پ  +

 
  : اگر     مشتق تاب  مرکبf     وg    دو تاب  مشتق پذیر باشند، در این صورت تاب  مرکبfog   :مشتق پذیر است و داریم 

(fog) (x) g (x)f (g(x))  = 
 

 
 باشد: xتابعی از    uو  uتابعی برحسب   fاگر■•

u f (u) y u f (u)  =  = 
 
 

 ( 1404)امتحان نهایی ـ مشتق تواب  زیر را بدست آورید )ساده کردن مشتق الزامی نیست(.  3

g(x)(  ب  (x x)( x )= − +3 25 1 
 پاسخ درست: 

. .

. .

x
g (x) ( x ) ( x ) ( ) (x x)

x

 = − + + −

+

0 25 0 25
2 2 3

20 25 0 25

2
3 5 1 5

2 1
 )ب    

 
 
 

 ها: مشتق پذی ری در بازه  
a)روی بازه    fتاب ع   •■ , b) .مشتق پذی ر است هر گاه ، در هر نقطه ای ن بازه مشتق پذی ر باشد 

روی بازه    fتاب ع   •■ a , b    مشتق پذی ر است ، هر گاهf    در بازه(a , b)    مشتق پذی ر باشد و در نقطهa    مشتق راست و درb 
 مشتق چپ داشته باشد.
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 مشتق مرتبه دوم :  
    اگر تاب  مشتق، مشتق پذیر باشد، مشتق مرتبه دومy f (x)=  را بهy f (x) =    نمایش می دهیم و برای محاسبه

yآن از تاب   f (x) =  نسبت بهx  .مشتق می گیریم 
 درس سوم : آهنگ متوسط تغییر و آهنگ لحظه ای تغییر 

  تغییرات متغیر   بسیاری از پدیده ها و مطالعات که در قالب یک تاب  بیان می شوند با موضوع نسبتدر حالت کلی، در
وابسته به تغییرات متغیر مستقل مواجه می شویم. تحت دو نکته و خیلی خلاصه مفاهیم زیر که هرسال سوال ازشون  

 میاد و به راحتی میشه جواب داد رو بررسی می کنیم.
   آهنگ متوسط تغییر تاب    تاب  :  آهنگ متوسط تغییرf    در بازه a , a h+ 

f (a h) f (a)

h

+ − 

  :  آهنگ تغییر لحظه ای تغییر تاب    آهنگ تغییر لحظه ای تابf     در نقطهx a= 

h

f (a h) f (a)
lim f (a)

h→

+ −
=

0
 

ا مقدار مشتق و شیب خط مماس در آن نقطه  آهنگ متوسط تغییر با شیب خط قاط  و آهنگ لحظه ای تغییر ب  توجه:
 برابرند.

 
 

f  تابعی پیوسته با دامنه اعداد حقیق باشد و   fـ الف( اگر  5 ( ) f ( )= +3 8 را    f، آنگاه آهنگ متوسط تغییر تاب     1
در بازه   ,1  بدست آورید.   3

g(x)  ب( آهنگ تغییر لحظه ای تاب     x=  (1404)امتحان نهایی بدست آورید.   =27xرا در نقطه 3
 پاسخ درست:  

. .

f ( ) f ( ) f ( ) f ( )− + −
= =

−
0 25 0 25

3 1 1 8 1
4

3 1 2
 )الف 

. .

g (x) g ( )

x

 =  = =
3 32 2

0 25 0 25

1 1 1
27

273 3 27
 )ب 

 

 
 های تاب  اکسترمم   - 1درس  
 نواختی تاب  و ارتباط آن با مشتق یک 
  ۀدر یک بازه از دامن  f اگر مقدار ،f  گاه موجود و مثبت باشد آنf .در آن باره اکیداً صعودی است 
   اگرf  گاه موجود و منفی باشد آنf  .در این بازه اکیداً نزولی است 

   اگرf   گاه در یک بازه موجود و برابر صفر باشد آنf ثابت است.  در آن بازه تابعی 

  تاب   ثال:مf (x) x x= − +3 3  ها اکیدا نزولی است؟هایی اکیداً صعودی و در کدام بازهدر چه بازه 5

    :پاسخf  کنیمرا به دست آورده و آن را تعیین علامت می : 

f (x) x x + − = → = → =2 23 3 0 1 1 

 :پنجمفصل 

 کاربرد مشتق

x

f

+ +-0 0

−

−

+

+

1- 1

37
f 
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)  ۀدر باز fپس  , )های اکیداَ نزولی و در بازه 11−( , )− )و  1− , )+1 .اکیدا صعودی است  

 های نسبی اکسترمم 
    تاب   گوئیمf  ای به طول  در نقطهc    از xباشد که برای هر    Iمانند    cماکزیمم نسبی دارد، هرگاه یک همسایگی  I 

fم  داشته باشی  (c) f (x) در این حالت .f (c)   مقدار ماکزیمم نسبی تابf  شود. نامیده می 
     گوئیم تابf  ای به طول  در نقطهc    از xباشد که برای هر    Iمانند    cمینیمم نسبی دارد، هرگاه یک همسایگی  I 

fداشته باشیم   (c) f (x)   در این حالتf (c)    را مقدار مینیمم نسبی تابf نامیم.می 

 
 

 گوئیم. به نقاط ماکزیمم و مینیممم نسب ی، اکسترمم نسب ی هم می  -1
 شوند.نقاط روی یک پاره خط افقی، هم ماکزیمم و هم مینیمم نسب ی محسوب می -2
 ها وجود دارد.(شود )چون تاب ع فقط در یک طرف آنانتهای ی یک بازه اکسترمم نسب ی محسوب نمی  نقاط ابتدا و -3
 
 

fتاب    (x) x x= − +3 12  ( 1404)امتحان نهایی را در نظر بگیرید.   4
 نمره(   1در آن نزولی آلید است را به دست آورید. )   fترین بازه که تاب  الف( بزرگ 

 نمره(   0/ 25را مشخص کنید. )  fاکزیمم نسبی تاب  ب( طول نقطه م 
 پاسخ: 
]الف(  , ]−2 2 f (x) x x + − = → =23 12 0 2 

xب( با توجه به جدول تغییرات طول ماکزیمم نسبی   = −2  
 

 های مطلق اکسترمم 
    با فرضfc D  نقطه ،(c,f (c))     یک نقطه ماکزیمم مطلق برای تابf   شود. هرگاه به ازای هر  نامیده میx    ازfD 

fداشته باشیم   (c) f (x)  در این حالت عددf (c)  را مقدار ماکزیمم مطلقf   رویfD  نامیم.می 
  ا فرض  بfc D  نقطه ،(c,f (c))     یک نقطه مینیمم مطلق برای تابf   شود هر گاه به ازای هر  نامیده میx   ازfD 

fداشته باشیم   (c) f (x)  در این حالت عددf (c) یمم مطلق را مقدار مینf   رویfD نامیم.می 

در این بازه هم ماکزیمم مطلق دارد و هم   fپیوسته باشد، در این صورت    [a,b]بسته    ۀ در باز  fضیه: فرض کنیم تاب   ق
 مینیمم مطلق. 

 نقاط بحرانی تاب  
fکه    fنقاطی از دامنه      ها تعریف نشده باشد و همچنین نقاطی که مقدار  در آنf    ها برابر صفر است. به لحاظ  در آن

 نامیم.ها را نقاط بحرانی تاب  می اهمیت این دو دسته از نقاط، آن
  :فرض کنیم    تعریفfc D    وf    در یک همسایگی ازc  ی به طول  هتعریف شده باشد. نقطc  بحرانی برای    ۀرا یک نقط

fنامیم هرگاه  می fتاب   (c)   برابر صفر باشد یاf (c)  .موجود نباشد 
fماکزیمم یا مینیمم نسبی داشته باشد و    cدر نقطه    fدر نقطه به طول    fقضیه نوعی: اگر تاب    (c)  وجود باشد  م

fآنگاه  (c)  به عبارت دیگر، هر نقطه اکسترمم نسبی تاب ، یک نقطه بحرانی آن است. 0=
 
 

 توانند اکسترمم مطلق باشند. نقاط ابتدا و انتهای دامنه می  -1
 اکسترمم نسب ی نیست. هر نقطه اکسترمم نسب ی تاب ع، یک نقطه بحرانی است اما هر نقطه بحرانی، لزوماً  -2
 
 
 
 

x

f

+ +-

2- 2

f 
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 ( 1404)امتهان نهایی جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  

fکه در آن    fاز دامنه تاب     cنقطه به طول   (c) fیا    0= (c)   نامیم.  موجود نباشد را یک نقطه ............................. می
 (25 /0 ) 

 بحرانی  پاسخ:
 

 های مطلق با کمک نقاط بحرانی یافتن اکسترمم 
 بیم.یا را می  fمشتق تاب  را به دست آورده و نقاط بحرانی تاب    -1
 کنیم. مقدار تاب  را در هر یک از نقاط بحرانی و همچنین در نقاط انتهایی بازه محاسبه می  -2
 ها مینیمم مطلق تاب  است. ترین آنوچکترین عدد به دست آمده مقدار ماکزیمم مطلق تاب  و ک بزرگ  -3

 بهینه سازی   - 2درس  
  ی و تعیین علامت مشتق مقدار دو یا یک متغیر را طوری خواهیم به کمک تعیین نقطه یا نقاط بحران در این قسمت می

کزیمم خواهیم ما تعیین کنیم که مقدار متغیر سوم، ماکزیمم یا مینیمم شود در این گونه مسائل، عبارت اصلی که می
تغیر ها به یک ممتغیر بود به کمک اطلاعات مسئله آن  2یا مینیمم شود فقط باید شامل یک متغیر باشد ولی اگر دارای  

yکنیم سپس معادله  تبدیل می  آیند و در نهایت  را حل می  0= ت  yکنیم تا نقطه یا نقاط بحرانی به دست  عیین را 
 کنیم. علامت می 

 
 

رودخانه  می  کنار  در  را  مستطیل  شکل  به  محیط  یک  ضل   سه  مقابل،  شکل  مطابق  خواهیم 
تنها هزینه  نرده  اگر  کنیم  تغییرات    100کشی  به کمک جدول  باشیم  داشته  اختیار  در  را  نرده  متر 

 (1404نهایی  )امتحان(  1/ 5محاسبه کنید. )   بیشترین محاسبات ممکن برای این مستطیل 
 

 پاسخ:  
x y x y+ = → = −2 100 100 2  

S x.y ( y)y y y= = − = − 2100 2 100 2  

S (y) y y = − = → =100 4 0 25  

maxS =  =50 25 1250 

 
 
 

 یکنواختی تابع 
f    موجود و مثبت f   اکیداً صعودی 
f     موجود و صفر   تابعی ثابت 
f     موجود و منفی   اکیداً نزولی 

 
 اکسترمم 

 نسبی   
    Max یک همسایگی از :c  مانندI   که برای هرx I  داریمf (c) f (x) 
    Min یک همسایگی از :c   مانندI   که برای هرx I  داریمf (c) f (x) 

 مطلق    
    Max با فرض :fc D  و به ازای هرx  ازfD f (c) f (x) 
    Min : با فرضfc D  و به ازای هرx   ازfD f (c) f (x) 

yx

y

x

S

+ -

0 25

S

50
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 تفکر تجسمی و آشنایی با مقاط  مخروطی   - 1درس  

   :دوران حول محور 
 شوند.های دو بعدی یا سه بعدی ساخته میهای هندسی را حول یک محور دوران دهیم شکلوقتی شکل

 است.  دایره یکخط دیگری که بر آن عمود است خط، حول  پارهاز دوران یک پاره اصل شکل ح 
  ،است.  استوانه یکشکل حاصل از دوران یک مستطیل حول طول یا عرض آن 

  است.  مخروط یکالزاویه حول یکی از اضلاع قائمه، شکل حاصل از دوران یک مثلث قائم 

 است. کره یکرهای آن، شکل حاصل از دوران یک دایره حول یکی از قط 

  است.یک نیم کره شکل حاصل از دوران یک نیم دایره حول شعاع عمود بر قطر آن 

 رش: ب 

  : خواهیم اجسام سه بعدی را برش بزنیم، شکلی که از برخورد یک صفحه با یک جسم هندسی می   تعریف سطح مقط
 شود. ن نامیده می شود، سطح مقط  آحاصل می 

 
 

 سطح مقط : مرب   سط  مقط : مستطیل 
  صفحه با  استوانه  مقط   صفح های  سط   و  افق  قاعده   ۀعمودی،  با  که  به  مایلی  نباشد  متقاط   استوانه،  های 

 های زیر است: شکل

 
  

 سطح مقط : بیضی سطح مقط : دایره سط  مقط : مستطیل 
 
 

 (1404هایی )امتحان ن(  0/ 25جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید. ) 
 حول یک اضلاع قائمه آن ........................ است. الزاویه  شکل حاصل از دوران یک مثلث قائم 

 یک مخروط  پاسخ:
 

 مخروطی:   آشنایی با مقاط  
 Lرا حول خط    dاند. اگر خط  متقاط   Aای مثل  در یک نقطهLو    dدو خط  

شود. در این  دوران کامل دهیم شکل حاصل یک سطح مخروطی نامیده می 
 مولد این سطح مخروطی است. dرأس و خط  Aمحور، نقطه  Lحالت خط 

شود معمولا برش داده می وقتی یک سطح مخروطی توسط یک صفحه  
ها، حاصل تقاط  یک صفجه جا که این منحنیسختی است. از آن سطح یک  

می  نامیده  مقاط  مخروطی  انواع با یک سطح مخروطی هستند،  شوند. 
 مقاط  مخروطی به صورت زیر است: 

 :ششمفصل 

 هندسه

L dL
d
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L d

A

P

 

L d

A
P

 
بر محور سطح مخروطی عمود باشد و از  Pاگر صفحه 

 است. دایره بور نکند، شکل حاصل رأس آن ع

بر محور سطح مخروطی عمود نباشد و در   Pاگر صفحه 
هیچ حالتی با مولد سطح مخروطی موازی نشود و از رأس 

 خواهد بود. بیضی نگذرد شکل حاصل 
L d

A
P

 

L d

A

 
طح  ها با مولد سدر یکی از موقعیت Pاگر صفحه 

مخروطی موازی باشد و از رأس آن عبور نکند شکل  
 است.سهمی حاصل یک سطح  

طی را هم در قسمت بالایی و  سطح مخرو Pاگر صفحه 
هم در قسمت پایینی قط  کند و از رأس آن عبور نکند  

 نامیم.می هزلولی شکل حاصل را 
 
 

 (1403هایی  )امتحان ن(  0/ 25جای خالی را با عبارت مناسب کامل کنید. ) 
صفحه   موقعیت   Pاگر  از  یکی  ب در  حاصل  ها  شکل  نکند،  عبور  آن  رأس  از  و  باشد  موازی  مخروطی  سطح  مولد  ا 

 ......................... است. 
 سهمی  پاسخ:

 
 بیضی: 

    بیضی ضامل تمام نقاطی از صفحه مانندM   ها از دو نقطه ثابت  های آناست که مجموع فاصلهF    وF   ها( برابر )کانون
 باشد. می  a2با مقدار ثابت 

B

A

M

OF
A

B  
 گوئیم. های کانونی می رأس Aو  Aضمناً به 

 
 

MFخارج بیضی باشد   Mاگر نقطه •■ MF a+  2 
MFداخل بیضی باشد   Mاگر نقطه •■ MF a+  2 

AAطول قطر بزرگ بیضی  •■ a = 2 
BBطول قطر کوچک بیضی  •■ b = 2 
FFفاصله کانونی بیضی  •■ c = 2 
)Oمرکز بیضی  •■ , )   

aرابطه بی ن پارامترهای بیضی  •■ b c= + 2 2 2
 

cخروج از مرکز بیضی  •■ b
e

a a
= = − 

2

2
1 

MF MF a + = 2



  

 

 26 صفحۀ 

 

    دوازدهم   ریاضی | جزوه مرور سریع  هک نهایی 

    خروج از مرکز بیضی همواره عددی بین صفر و یک است هر چقدرe    تر است و هر چقدر تر باشد بیضی کشیدهنزدیک  1به
e  تر است.تر باشد بیضی به دایره شبیهدیکبه صفر نز 

 
 

)های یک بیضی نقاط  کانون  , )1 )و    3 , )−1 بزرگ   5 اندازه نصف قطر  اگر  برابر    است،  اندازه   5آن  ر کوچک  قط   باشد، 
 ( 1404)امتحان نهایی نمره(   1بیضی را به دست آورید. ) 

 پاسخ:  
c ( ) c

a b c b

b b
a

= − − = → =
  = +  = +


 =  = =

2 2 2 22 3 5 8 4
25 16

3 2 65
 

 
 دایره   - 2درس  

   اری ثابت و مثبت باشد ی ثابتی در همان صفحه، مقد ها از نقطهی آندایره، مجموعه نقاطی از صفحه است که فاصله
 نامیم.این نقطه ثابت را مرکز دایره و مقدار ثابت را شعاع دایره می 

O

M

P

N

 
 معادله استاندارد و گسترده دایره: 

    اگرO( , )     و استاندارد  rمرکز دایره  آن باشد شکل  به صورت    شعاع  x)معادله دایره  ) (u ) r− + − =2 2 2 
)Oای به مرکز دایره ۀباشد مثلا معادلمی  , )−1 x)برابر است با:  3و به شعاع  4 ) y )+ + − =2 21 4 9 

  رو است: و شکل گسترده معادله دایره به صورت روبهx y ax by c+ + + + =2 2 0 

   در این حالت شعاع دایره به صورتr a b c= + −2 21
4

2
aو مرکز آن    b

O( , )
− −

2 2
 است.  

 
 

aشرط تشکیل دای ره: فقط اگر •■ c c+ − 2 2 4  باشد یک دای ره تشکیل خواهد شد.  0
 
 

xاگر در مرکز دایره   y ax y+ + − − =2 2 4 4 )Oفقط   0 , )1 نمره(    1ید. ) را به دست آور   و شعاع دایره   aباشد مقدار    2
 ( 1403)امتحان نهایی 

 پاسخ:  
a

a− = → = −1 2
2

  r a b c r= + − = + + → =2 21 1
4 4 16 16 3

2 2
 

 

 ضعیت نقطه نسبت به دایره: و 
 :معادله استاندارد و گسترده دایره را داریم 

f

: (x ) (y ) rjnHkºITwH ®§{ − + − − =2 1 2 0  

f

: x y ax by c½joTv¬ ®§{ + + + + =2 2 0 

   مختصات داده شده را در تاب   f    به جایx    وy دهیم اگر حاصل مثبت شد نقطه خارج دایره، اگر منفی شد ها قرار می
 قطه روی دایره است. نقطه داخل دایره و اگر صفر شد ن

OM ON OP r= = =
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 وضعیت خط نسبت به دایره 
  آوریم و آن را  برای بررسی وضعیت هر خط نسبت به دایره ابتدا فاصله مرکز دایره تا آن خط را به دست میd   نامیم می 

A(xی  ی نقطهدانیم که فاصله کنیم و می با شعاع دایره مقایسه می را    dسپس   , y )1 axتا خط    1 by c+ + برابر    0=
 است با: 

| ax by c |
d

a b

+ +
=

+

1 1
2 2

 

O

H

d

  

 
O

H
  

 
O

H

d

  

 
 اگر خط دایره را قط  نکند

d r 
 اگر خط بر دایره مماس باشد

d r= 
 اگر خط با دایره متقاط  باشد

d r 
 
 

 خط مماس بر دای ره، در نقطه تماس بر شعاع دای ره عمود است.
 

 
)  ۀ ای را بنویسید که مرکز آن نقط ی دایره معادله  , )−1 xبر خط    بود و   2 y− =4 3 ) باشد می   25 )امتحان  نمره(    1. 
 ( 1404نهایی 
 پاسخ:  

| |
r

+ −
= =

+

4 6 25
3

16 9
  (x ) (y )− + + =2 21 2 9  

 
 وضعیت دو دایره نسبت به هم 

   دایره با مرکزهای    2کنیم  فرض میO  و  O  های  و شعاعR    وR     موجود باشند در این صورت اگرR R   باشد و
OO  راd های زیر را داریم:)خط المرکزین( بنامیم حالت 

 

d R R= − d R R= + d R R + 

OO
 

O O
 

O O
 

d =0 d R R − R R d R R −   + 

O O
 

OO
 

O O
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 وضعیت دایره با:

 حاصل معادله دایره:  -نقطه  
 خارج دایره  مثبت    
 روی دایره صفر    
 داخل دایره  منفی   
 خط: 
  dقطع نکند    r 
  dمماس باشد     r= 
 dمتقاطع باشد     r 
 دایره 
 dمتخارج     R R + 
 dمماس بیرون    R R= + 

 dمماس درون     R R= − 
 Rمتقاطع     R d R R −   + 
 dمتداخل     R R − 
 dهم مرکز    =0 

 

 
 مبانی احتمال 

 بینی کرد. ه یا آزمایسی است که نتیجه آن را نتوان قبل از انجام، به طور قطعی پیشپدیده تصادفی: پدید  -1
پدیده    -2 آن  نمونه  فضاب  را  تصادفی  پدیده  یک  ممکن  نتایج  تمام  مجموعه  نمونه:  با  می فضای  و  نشان   Sنامیم 

 دهیم. می 
 نامیم.می  Sای را یک پیشامد تصادفی در فضای نمونه Sپیشامد تصادفی: هر زیر مجموعه از  -3
 باشد. داریم: Sای پیشامدهایی از فضای نمونه  Bو  Aها: فرض کنیم پیشامدها و اعمال روی آن  -4
  اجتماع دو پیشامد: پیشامدA B  دهد که حداقل یکی از پیشامدهای وقتی رخ میA  یاB  .رخ دهد 
   استراک دو پیشامد: پیشامدA B  دهد که هر دو پیشامد وقتی رخ میA  وB .رخ دهند 

  تفاضل دو پیشامد: پیشامدA B−  دهد که پیشامد وقتی رخ میA  رخ دهد ولی پیشامدB  ندهد.رخ 

 پیشامد: پیشامد  متمم یکA  دهد که پیشامد وقتی رخ میA  رخ ندهدP(A ) P(A) = −1 

n(A)احتمال وقوع یک پیشامد:   -5
P(A)

n(S)

J¼±õ¶ ÁIÀS²Ie jHk÷U

¸§µ¶ ÁIÀS²Ie á¾µÀ jHk÷U

= 

B :P(Aو  Aاحتمال اجتماع دو پیشامد   -6 B) P(A) P(B) P(A B)= + − 

د  -7 ناسازگار:  پیشامد  پیشامدهای  می  Bو    Aو  ناسازگار  هرگاه  را  دیگر    Bو    Aگوئیم.  بیان  به  ندهند  رخ  هم  با 
A B=   :در این صورت داریمP(A B) P(A) P(B)= + 

اند هرگاه وقوع هر یک بر احتمال وقوع دیگری تأثیر نداشته  از هم مستقل Bو  Aپیشامدهای مستقل: دو پیشامد  -8
P(Aمعادل است با:  Bو  Aل بودن دو پیشامد د. مستقباش B) P(A).P(B)= 
P(A( که آن را با  Bبه شرط    Aاحتمال شرطی: منظور از )احتمال    -9 | B)  دهیم احتمال وثوع پیشامد  نمایش میA  ت اس

P(Aرخ داده است و داریم:   Bکه بدانیم پیشامد به شرط آن  B)
P(A | B) (P(B) )

P(B)
= 0 

 :هفتمفصل 

 احتمال
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P(Aگاه: دو ناسازگار باشند آنپیشامدهای ی دوبه Cو  Bو  Aاگر •■ B C) P(A) P(B) P(C)= + +6 
 گاه:دو پیشامد مستقل از هم باشند آن  Bو  Aاگر ■•

P(A B) P(A) P(B) P(A).P(B)= + −  

P(A B) P(A) P(A).P(B)− = −  

P(B)در حالتی که  •■  شود. )در احتمال شرطی(تعریف نمی Bاحتمال هی چ پیشامدی به شرط  باشد، 0=
 

 قانون احتمال کل: 

   پیشامدA1    وA2    وA3    وA4    وA5   رو افراز  یک  مقابل  فضای مانند شکل  ی 
 یک پیشامد دلخواه است در این صورت داریم:  Bاند و درست کرده  Sای نمونه

B (B A ) (B A ) (B A ) (B A ) (B A )= 1 2 3 4 5  
   که در آنiB A  وjB A   برای هرi j  :ناسازگارند بنابراین داریم 

i
i

P(B) P(B A ) P(B A ) P(B A ) P(B A ) P(B A ) P(B A )

=

= + + + + =
5

1 2 3 4 5
1

 

 طبق احتمال شرطی داریم: و 

i
i i i i

i

P(B A )
P(B | A ) P(B A ) P(A )P(B | A )

P(A )
=  =  

  :و بنابراین رابطه پرکاربرد زیر حاصل خواهد شد که قانون احتمال کل است 

i i
i

p(B) P(A )P(B | A )

=

=
5

1
 

 
 

یک پیشامد    Bیک افراز تشکیل داده باشند و    Sای  پیشامدهای ی باشند که بر روی فضای نمونه   nAو...    A2و   A1در حالت کلی اگر  
 گوئیم: ن قانون احتمال کل میزی ر حاصل خواهد شد که به آ ۀدلخواه باشد، رابط 

n

i i
i

P(B) P(A )P(B | A )

=

=
1

 

 
 

لامپ    20ها معیوب است و درون جعبه دیگر  تا از آن 4ارد که  لامپ قرار د   10ها  دو جعبه یکسان داریم، درون یکی از آن 
از آن 5قرار دارد که   از آن به تصادف بیرون می جعبه اند. به تصادف  ها معیوب تا  آوریم  ای انتخاب کرده و یک لامپ 

 (1404)امتحان نهایی (  1/ 25چقدر احتمال دارد لامپ انتخابی سالم باشد؟ ) 
 گاه داریم:در نظر بگیریم آن B2و جعبه دوم را   B1و جعبه اول را   Aرا  خ: اگر پیشامد سالم بودن پاس

P(A) P(B )P(A | B ) P(B )P(A | B )= +1 1 2 2 

P(A) /=  +  = + = =
1 6 1 15 6 15 27

0 675
2 10 2 20 20 40 40

 

 
 
 
 
 
 

A5A4A3A2A1

S B
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A)با هم رخ ندهد:  Bو   Aهای ناسازگار: پیشامد  B )=   وP(A B) P(A) P(B)= + 
P(Aوقوع هر یک بر احتمال وقوع دیگری تأثیر ندارد و    پیشامدهای مستقل: B) P(A).P(B)= 

 احتمال    

کل:    
n

i i
i

P(B) P(A )P(B | A )

=

=
1

 

P(Aشرطی:    B)
P(A | B)

P(B)
= 
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 نمره »سوالات« رديف

هاي زير را مشخص كنيد. درستي يا نادرستي هر يك از عبارت  ١

  حداكثر در يكي از زوج مرتب ها ، عضو دوم مساوي داشته باشد. الف) يك تابع وقتي يك به يك است كه

 ب) اگر خود يك عدد را از همسايگي حذف كنيم، به بازه اي كه تشكيل مي دهد، همسايگي محذوف آن عدد گوييم.

پ) هر نقطه بحراني، لزوما يكي از اكسترمم هاي نسبي آن تابع است.

٧٥/٠ 

  جاهاي خالي را با عبارت مناسب پر كنيد.   ٢

 است. ........................الف) شكل حاصل از دوران يك مستطيل حول طول يا عرض آن، يك 

xب) مشتق مرتبه دوم تابع 
f (x) 

4

4
 برابر با ........................ است. 

٥/٠ 

ها را از بين موارد نوشته شده، انتخاب كنيد و در پاسخبرگ دو معادله مثلثاتي زير داده شده است؛ پاسخ هريك از آن  ٣

بنويسيد. 

tanx (الف tax x ٣ cos (ب   x ٢4 ١ 0

١ (  ٢ (4
٣

 ٣ (٣
٢

 4 (7
4

٥/٠ 

اگر  ٤        f , , , , , , , 5 ١ ٣ 7 ١ 9 ١١ و  ٢        g , , , , , , ,  7 4 ٢ ١ ٣ ٣ ١ را تشكيل  gofباشد، تابع  5

  دهيد. 
٧٥/٠ 

f(x)اگر  ٥ x ٢4   باشد:  ١

xبه شرط  الف) وارون اين تابع  و دامنه اش را بدست آوريد.  0

حاصل مقدار  ب) fof ( )١ ١
٢

 ؟

٢٥/١ 

fدوره تناوب مقادير و ماكزيمم و مينيمم تابع   ٦ (x) cos x ٢ ٣  ٧٥/٠را بدست آوريد.  5

cosهاي كلي معادله مثلثاتي جواب ٧ x sin x ٢ ١
4

 ٥/١را بدست آوريد.  

حاصل حدهاي زير را بدست آوريد.   ٨

 (الف
 x

x
lim

x x 



 

٣

٢١

١
٢ 6 8

 (ب
x

x
lim

x

 

٢4

٣ 5
١6

 (پ   
x

x x
lim

x x

  

 

٣

٣ ٢
9 5 4

٣ ٢ ١

٧٥/١ 

٩ 
f(x)به كمك تعريف مشتق ثابت كنيد كه اگر  x  باشد وx  fآنگاه  0 (x)

x
 

١
٢

.٢٥/١ 

٢از  ١ صفحة
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  نوبت دوم  آزمون تشöŅحی مانور نهايی

١٠  
xپذيري تابع مشتق xf (x)

x x

   
 

٢ 5 ٢
4 9 ٢

xرا در نقطه      ٢٥/١  بررسي كنيد.  ٢

  ) نيستمشتق توابع زير را بدست آوريد. (ساده كردن مشتق الزامي   ١١

x (الف
f(x)

x






٢ ١
٣ 4

g(x) (ب   ( x )( x )  ٢٣ ١ ٢  
٧٥/١  

fرا با ضابطه  fتابع   ١٢ (x) x ٢٢   در نظر بگيريد:  ٣

را در بازه  fالف) آهنگ تغيير متوسط تابع  ,0   را بدست آوريد. ٢

xاي تابع در نقطه ب) آهنگ تغيير لحظه  را بدست آوريد. ٣  

١ 

fمقدار ماكزيمم مطلق تابع   ١٣ (x) x x ٣ ٥/١  را بدست آوريد.  8  

متر 9متر در 6براي ساختن يك جعبه فلزي، لازم است مربع هاي همنهشت را از چهارگوشه ورقه فلزي كه به ابعاد   ١٤

داريم، جدا كنيم. اگر بخواهيم حجم اين جعبه ساخته شده بيشترين مقدار ممكن باشد، طول ضلع مربع هايي كه بايد 

  است؟  جدا شود، چقدر

  

  

٥/١  

)Aدر يك بيضي، يكي از رئوس اصلي   ١٥ , )١ )Fو يكي از كانون ها  4 , )١ )Oو مركز بيضي  0 , )١ مي باشد. كانون ديگر  ٢

  اين بيضي و خروج از مركز آن را بدست آوريد. 
٥/١  

aرا چنان تعيين كنيد كه معادله   mمقدار   ١٦ y x y m    ٢ ٢ ٣ ٢٥/١  باشد.   ٣مربوط به دايره اي با شعاع  0  

٢٥/١  فرزند دارد، احتمال اينكه فرزند اول دختر و فرزند آخر پسر باشد، چقدر است؟  5يك خانواده   ١٧  

  ٢0  جمع                   »                                                 موفق باشيد«                              
 

 ٢از  ٢ صفحة

x٩ ٢
x

٦x٦ ٢

٩

x



  

 ٥ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 

   

 رǱاضی زدهمدوا پایه  دومنوǮت 



  

 ٦ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 
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  نمره  »راهنماي تصحيح«  رديف

١  
  

  
         )٢٥/٠( نادرستالف) 

                )٢٥/٠(درست ب) 

    )٢٥/٠( نادرستپ) 

  

  
  يك تابع وقتي كه يك به يك است كه هيچ دو زوج مرتب متمايزي، عضو دوم مساوي نداشته باشد.الف) 

  قطه بحراني لزوماً نمي تواند يكي از اكسترمم هاي نسبي آن تابع باشد.هر ن) پ

  

  
هاي كدام از مولفهيك، به ازاي هر مولفة اول يك مولفة دوم جداگانه داريم، يعني هيچبهبه صورت كلي در يك تابع يكالف) 

  دوم تابع (برد تابع) عضو تكراري ندارند.

، خود اين عدد را حذف كنيم، به بازه تشكيل شده يعني، mدر يك همسايگي براي عدد همسايگي محذوف: اگر ب) 

 (a,b) m  يك همسايگي محذوفm گوييم.مي  

xدر نقطه به طول  fقضيه: اگر تابع پ)  a  ماكزيمم يا مينيمم نسبي داشته باشد، وf (a)  وجود داشته باشد آنگاه

f (a)  ، يك نقطه بحراني هم هست؛ عكس اين قضيه اما نادرست fاست. به بيان ديگر، هر نقطه اكسترمم نسبي تابع  0

  هاي آن باشد.است چرا كه هر نقطه بحراني لزوماً نمي تواند يكي از اكسترمم

  

  
 ١٠٦، صفحه ٥و فصل  ٥٣، صفحه ٣و فصل  ٢٥، صفحه ١دوازدهم؛ فصل  ياضير 

  
  

 

٧٥/0  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 طلایی جواب



  

 ٧ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 

٢ 
  

  
         )٢٥/٠(استوانه        الف) 

  )٢٥/٠(       x٢3ب) 

  

  
  آيد، استوانه است.شكلي كه از دوران يك مستطيل به حول طول يا عرض آن به وجود ميالف) 

x ب) x
f (x) f (x) ( )( ) x f (x) x      

4 3
3 ٢4 3

4 4
  

  

  
    هاي حاصل از دوران:بررسي شكلالف) 

  حاصل از دوران مستطيل به حول طول يا عرض آن  استوانه:

  حاصل از دوران يك دايره حول قطرهايش كره:

  الزاويه حول يكي از اضلاعحاصل از دوران يك مثلث قائم مخروط:

  گيري:فرمول بسيار مهم در مشتقب) 

n nf (x) x f (x) nx    ١  

  

  
 ٨٦، صفحه ٤و فصل  ١٢٣، صفحه ٦دوازدهم؛ فصل  ياضير  

٥/0  

3 
  

  
                      )٢٥/٠( الف) 

4ب) 
3

    )٢٥/٠(    

  

  

  

  

  

  
  

  

  

٥/0  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

 طلایی جواب



  

 ٨ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 
  

  

k   الف)
tan x tan x x k x x k x


       3 3 ٢

٢
  

  است علامت منفي تفاوتي ندارد.) عضو  k(چون 

 ها، هاي گزينهاز جواب تواند جواب اين معادله باشد. پس: ميk
x




٢
  

 ب) 

cos x cos x cos x      ٢ ٢ ١ ١4 ١ 0
4 ٢





3

٢
3

 

 ها، مقدار از بين جواب4
3

   عادله باشد. تواند حاصل اين ممي 
x k

x k

      


٢
3
٢٢
3

  

  

  
  داريم: kهاي كلي معادلات مثلثاتي را به شرط جواب

k
sin x sin x

( k )
cos x cos x x k
tan x tan x x k

           
   

٢
٢ ١

٢  

  

  
 ٤٦، صفحه ٢دوازدهم؛ فصل  ياضير  

4 
  

  
gof {( , ), ( , ), ( , )}  ٥ ٥ 3 4 ١١ ١    ٢٥/٠(هر زوج مرتب(  

  

  
  شود:انتخاب مي gو مولفة دوم آن از تابع  fاز ما خواسته شده است، يعني مقادير ورودي از تابع  gof، تابع gو  fبا توجه به توابع 


f {( , ),( , ),( , ),( , )}
g {( , ),( , ),( , ),( , ) gof {( , ) , ( , ) , ( , )} 
      ٥ ١ 3 ٧ ١ 9 ١١ ٢

٧ 4 ٢ ١ 3 3 ١ ٥ ٥ ٥ 3 4 ١١ ١   

  

٧٥/0  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

)٢٥/٠(  )٢٥/٠(  )٢٥/٠(  



  

 ٩ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 

  
  طبق توضيح و متن كتاب درسي داريم:

g(fتابع مراحل ساخت  (x))  

fورودي و   xمرحله اول  (x) ) .خروجي استx  بايد در دامنهf (باشد  

fبعد از اينكه  (x) هايي كه در دامنهg  بايد باشند را پيدا كرديم، مرحله دوم f (x)  ورودي وg(f (x))  خروجي

  است.

  

  
 ١٢، صفحه ١دوازدهم؛ فصل  ياضير  

٥ 
  

  

   الف)
x

f (x)

Df [ , )








  

١

١

١
٢

١
  

fof)   )٢٥/٠(    ب) )( ) ١ ١ ١
٢ ٢

 

  

  
 

 (الف
x

y
f (x) x y x y x x

óo{ ¾M


         
0

٢ ٢ ٢ ٢ ١4 ١ 4 ١ ١ 4
4


 

y
f

f

y x
x f (x) ,D x x

D [ , )





  
          

   

١

١

١ ١
4

١ ١ ١ 0 ١
٢ ٢

١

 

 

fof) (ب )( ) ١ ١ ١
٢ ٢

 

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

٢٥/١  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  )٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  



  

 ١٠ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 
  

  
  بررسي نكات مهم تابع وارون:

 يك باشد. (يا در آن بازه داده شده)بهپذير است كه يكهنگامي كه تابع وارون  

 هاي تابع نمودارf  با وارونش يعنيf نسبت به خط ، قرينه يكديگر هستند١) .y x (.قرينه شدند  

  دامنه تابعf  همان برد تابعf و برد ١ ،f  همان دامنهf باشد.مي ١  

  ،تركيب هر تابع با وارون خودشx شود. (البته مي(x) (x)(fof ) (f of ) ١   متفاوت است.)شان زيرا دامنه ١

  

  
 ٢٥و  ٢٤، صفحه ١دوازدهم؛ فصل  ياضير  

٦ 
  

  

Tدوره تناوب 



٢
3

maxو ماكزيمم    )٢٥/٠(   3  و مينيممmin ٧  

  

  
                                           ( )    ٢ ٥    مقدار ماكزيمم 3

( ) ( )     ٢ ٥ fمقدار مينيمم                   در تابع  ٧ (x) cos x ٢ 3  داريم ٥

                                                    T
| |

 
 

٢ ٢
3 3

  دوره تناوب 

  

  
yتوابع مثلثاتي  a sin bx c   وy a cos bx c  :داراي مقادير زير هستند  

T
| b |




minدوره تناوب و  ٢ | a | c    مينيمم وmax | a | c  ماكزيمم  

  

  
 ٣٥، صفحه ٢دوازدهم؛ فصل  ياضير 

  

  

٧٥/0  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  



  

 ١١ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 

٧ 
  

  
  

x k


 ٢
٦


xو   ( k )


  ٢ ١

٦


  

  

  
 

cos x sin x
cos x sin x sin x sin x sin x sin x

sin x sin x sin x

 

 

         

 
     



٢ ٢١٢ ٢ ٢

4 ٦4٢

١ ١ 3١ 0
4 4 4

4 ٦44 4 3 0
٢ 4



sin x

sin x

x k k
sin x sin x sin

x ( k )

¡ ¡ ù

   



             


4 8 4 ١
8 8 ٢

١٢
8

٢١ ٦
٢ ٦ ٢ ١

٦





 

  

  
sinدانيم در حل معادله مثلثاتي كه مي x sin هاي كلي معادله برابر است با:، جواب  

x k
, k

x ( k )
      

٢
٢ ١

  

  

  
 ٤٥، صفحه ٢دوازدهم؛ فصل  ياضير  

٥/١  

8 
  

  

3الف) 
١0

  )٢٥/٠(       

          )٢٥/٠(      ب) 

 )٢٥/٠(      3پ) 

  

  
  

  

٧٥/١  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

 طلایی جواب

)٢٥/٠(  )٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  
)٢٥/٠(  



  

 ١٢ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 
  

  

 (الف
x ( ) x ( )

(x )x
lim lim

x x   


 

 

3

٢١ ١

١١
٢ ٦ 8

(x x )

(x )

 



٢ ١
٢ ١ x ( )

x x
lim

x(x )  

  
 



٢

١

١ 3
٢ 8 ١04 

 

 (ب
x x

x
lim lim

x   

  
  

٢4 4

3 ٥ ٧
١٦ 0

 

 (پ
x x

x x x
lim lim

x x x 

    
   

 

3 3

3 ٢ 3
9 ٥ 4 9 9 3

33 ٢ ١ 3
 

 

  

  

  هنگامي كه حاصل حدf

g
0برابر  

0
xشود، به اين معناست كه هر دوي صورت و مخرج بر   a پذير هستند؛ بخش

  كنيم.كنيم و سپس حد را حساب ميشان را ساده ميپس عامل مشترك

 نهايت، به ياد داريم:نهايت و حدهاي نامتناهي در بيطبق قضاياي مد بي  

lim lim
,

lim lim

SLX¶ jkø Âÿ¹¶ jkø

SLX¶ jkø Âÿ¹¶ jkø
 

 

      
 
    
  

0 0

0 0

 

  اي باشد:و در حد توابع كسري كه صورت و مخرج آن چند جمله

x

f g

f gf (x)
lim

g(x)
f g

¾]nj ¾]nj
¾]nj ¾]nj

¾]nj ¾]nj
IÀ ¾±µ] KGHoò ´Ãv£U

oU©nqM ¾]nj IM


 
  




0
 

  

  
 ٦٠و  ٥٦، ٥٢، صفحه ٣دوازدهم؛ فصل  ياضير 

  
  

  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

)٢٥/٠(  
)٢٥/٠(  )٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  



  

 ١٣ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 

9 
  

  
 

h h h

h h

f (x h) f (x) x h x ( x h x )( x h x)
f (x) lim lim lim

h h h( x h x)
x h x

lim lim
h( x h x) x h x x

  

 

          
 

 
 

   

0 0 0

0 0

١ ١
٢

 



 

 

  

  
توان حل كرد؛ اين بخش و اين مدل هاي مشتق داريم، به كمك مفهوم و تابع مشتق ميفرمولهايي كه از روابط و اثبات

  ها چند مثال دارد كه در كتاب ذكر شده است.اثبات

  

  
 ٨٦، صفحه ٤دوازدهم؛ فصل  ياضير  

٢٥/١  

١0 
  

  
  )٢٥/٠(. است پذيرمشتق   نقطه اين در تابع

  

  
  .است پيوسته   نقطه در تابع ليه،او بررسي با

  )٢٥/٠(. باشدمي پذيرمشتق   نقطه در f تابع پس

  

  
  :باشد برقرار زير شرط دو هرگاه. است پذيرمشتق ،f دامنه از a طول به اينقطه در f تابع گوييممي

  باشد؛ برابر و معين موجود،   در f راست و چپ مشتق) ب. باشد پيوسته نقطه آن در) الف

L است معين عدد يك  

  

  
 ٨٠و  ٧٩، صفحه ٤دوازدهم؛ فصل  ياضير  

٢٥/١  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 طلایی جواب

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

)٢٥/٠(  )٢٥/٠(  )٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  



  

 ١٤ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 

١١ 
  

  
 

x (الف ( x)( x ) (x )( ) x x
f (x) f (x)

x ( x ) ( x )

        
  

٢ ٢ ٢

٢ ٢
١ ٢ 3 4 ١ 3 3 8 3

3 4 3 4 3 ١4




 

g(x) (ب ( x )( x ) g (x) ( x)( x ) ( x )( )
x

       ٢ ٢ ١3 ١ ٢ ٦ ٢ 3 ١
٢


 

 

  

  
  گيري را مرور كنيم:قوانين صفر در مشتق

n n n n*f (x) x f (x) nx f (x) (dx) f (x) (n)(d)(dx)
oUÂ±¨        ١ ١  

*(f g) (a) f (a) g (a) , (kf ) (a) kf (a) ,
f f (a)g(a) g (a)f (a)

(f .g) (a) f (a)g(a) f (a)g (a) , ( ) (a)
g (g(a))

       
       ٢

 

  

  
  ٨٧و  ٨٦، صفحه ٤رياضي دوازدهم؛ فصل  

٧٥/١  

١٢ 
  

  
آهنگ تغيير متوسط تابع در بازه  ,0 ٢ 4 )اي در نقطه و آهنگ تغيير لحظه )٢٥/٠x  3  ٢٥/٠( ١٢(  

  

  
f ( ) f ( ) ( ( ) ) ( )    

  
٢٢ 0 ٢ ٢ 3 0 3 ٥ 3 4

٢ ٢ ٢
: آهنگ تغيير متوسط تابع در بازه   ,0 ٢  

x
f (x) x f (x) x f ( ) ( )

          3٢٢ 3 4 3 4 3 ١٢ :اي در نقطه آهنگ تغيير لحظهx  3  

  

  

  
  

  

  

  

١  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 طلایی جواب

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

)٢٥/٠(  )٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  
)٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  
)٢٥/٠(  



  

 ١٥ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 
  

  
اي مانند ا در بازهبه طور كلي آهنگ متوسط تغيير يك تابع ر a,a h كنيم:به شكل زير تعريف مي  

f (a h) f (a)

h

 
 

  كنيم:را به صورت زير تعريف مي fاي تابع همچنين آهنگ تغيير لحظه

x a :آهنگ لحظهاي تغيير تابع در نقطه 
h

f (a h) f (a)
lim f (a)

h

  
0

 

 اي تغيير با مقدار مشتق و شيب خط مماس در ن ديگر، آهنگ متوسط تغيير با شيب خط قاطع و آهنگ لحظهبه بيا

  آن نقطه برابرند.

  

  
 ٩٤، صفحه ٤دوازدهم؛ فصل  ياضير  

١3 
  

  

f ( ) ( )   3 38 8 8
3 3 38   (٠/٢٥) 

  

  
 

f (x) x x f (x) x x x /          3 ٢ ٢ 8
3

88 3 8 0 ١ ٦
3


  

f ( ) ( ) ( ) /

f ( ) ( ) ( )

f ( ) ( ) ( )

f ( ) ( ) ( ) ,
   

  

        

   
38 8 8

3 3 3
38 8 8

3 3 3

3

8 8 83
8 0

١ ١ 8 ١ ١ 8 ٧

٢ ٢ 8 ٢ 8
  

f :پس ( ) f ( ) f ( )    8 8
3 3١    ماكزيمم مطلق اين تابع است.  (٠/٢٥)   

  

  
  در طي سوالاتي كه مربوط به ماكزيمم (يا مينيمم) مطلق است؛ 

ريم و مقايسه آو) مقادير تابع به ازاي نقاط بحراني و ابتدا و انتهاي بازه، بدست مي٢) ابتدا نقاط بحراني تابع را پيدا كرده، ١

هر كدام بيشتر (كمتر) باشد، ماكزيمم (مينيمم) مطلق ماست. (به صورت خلاصه و به كمك تعاريفي كه كتاب گفته  كنيم؛مي

  بود، بيان شد)
  

  

  

  

٥/١  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  



  

 ١٦ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 
  

  
 ١١١، صفحه ٥دوازدهم؛ فصل  ياضير  

١4 
  

  

x /



١٥ ٦3 ١ ١

3
    (٠/٢٥) 

  

  

: x xoÊºjn¼¶ Âö¼¤ Ï¼ö    
99 ٢ 0
٢

 

: x xoÊºk¶ Âö¼¤ Æoø    ٦ ٢ 0 3  
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سازي، به دنبال مقدار ماكزيمم يا مينيمم هستيم. براي پيدا كردن آن از نقاط بحراني يا گاهي تعيين علامت در سوالات بهينه

متغير روبرو هستيم كه بايد همگي به يك متغير تبديل شوند و سوال  ٢كنيم. در برخي مسائل هم با ... استفاده مي مشتق و

  را حل كنيم.

  

  

  

٥/١  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  



  

 ١٧ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 
  

  
 ١١٥، صفحه ٥دوازدهم؛ فصل  ياضير  

١٥ 
  

  

e ( / ) , F ( , ) 
١ 0 ٢٥ ١ 4
3

  (٠/٢٥) 

  

  
A  وF  وO ائم است:هم طول هستند، يعني بيضي ق  
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
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a
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٢ ٢ ٢
  

  

  

  

  
 ١٣١و  ١٢٩، صفحه ٦دوازدهم، فصل  ياضير 

  
  

  

٥/١  

 پشتوانۀ طلایی

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

F

A

o( , )١ مركز بيضي٢

كانون بيضي

رأس اصلي

F( , )١ 0

A( , )١ 4

)٢٥/٠(  )٢٥/٠(  

)٥/٠(  

)٢٥/٠(  )٢٥/٠(  



  

 ١٨ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 

١٦ 
  

  

m 
١3
٢

      )٢٥/٠( x y x y mIÀ½oÄHj      ٢ ٢ 3 0 

  

  
  ق معادله گسترده دايره داريم:طب

x y dx by c    ٢ ٢ 0 

R a b c

( ) m m m m m
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xدر حالتي كه معادله گسترده دايره يعني  y dx by c    ٢ ٢   دهند، داريم:را مي 0

R a b c
*

a b
: O( , )

 ÌI÷{ 

½oÄHj q¨o¶

   
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

٢ ٢١ 4
٢
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 ١٣٧، صفحه ٦دوازدهم؛ فصل  ياضير  

٢٥/١  

١٧ 
  

  

P 
١
4

     )٢٥/٠( 

  

  
  شود؛ با توجه به اينكه جنسيت هيچ فرزندي بر ديگري تأثير ندارد، از پيشامد مستقل حل مي


P(A B) P(A) P(B) P( ) P( ) P( )oTij Â²»H ovQ ÁoiA oTij Â²»H ovQ ÁoiA       

١ ١ ١
٢ ٢ 4

     (٠/٢٥) 

  
  

  

  

٢٥/١  

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

 چرایی درخشان

 طلایی جواب

)٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  )٢٥/٠(  )٢٥/٠(  )٢٥/٠(  

)٢٥/٠(  )٢٥/٠(  )٥/٠(  



  

 ١٩ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 
  

  
گويند و از فرمول آن يعني ها را مستقل ميند، آنهنگامي كه پيشامدهاي يك مسئله تأثيري بر يكديگر نداشته باش

P(A B) P(A) P(B)  كنيم.استفاده مي  

  

  
 ١٤٤، صفحه ٧دوازدهم؛ فصل  ياضير  

  ٢٠  جمع»                                                                    موفق باشيد«                              

  

   

 پشتوانۀ طلایی

 فراتر از سوال



  

 ٢٠ 

  نوبت دوم  تشöŅحی مانور نهايیآزمون 

  




